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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Einleitung

1 Einleitung

Am 22. Juli 1995 entdeckten Alan Hale und ThomagBion Stidwesten der USA den momentan
wohl bekanntesten Kometen, der auch nach ihnent@naurde: Hale Bopp. Die Zeitspanne vom
1. Dezember bis zum 5. Mai 1997 war wohl die ingsanteste. Hale Bopp war mit bloRem Auge

sichtbar. Doch wie konnten diese Daten vorausbenetkerden?

Um dies und andere Prognosen vorauszusagen, bemiéig die Flugbahn des Kometen. Eine
wesentliche Erkenntnis ist, daf die HimmelskorpeiVeltall stets Ellipsen, Parabeln oder
Hyperbeln beschreiben - also die Kegelschnitte. dsie ist berechenbar, an welchem Ort sich
Kometen oder andere Himmelskoérper zu einem besemi@¢itpunkt in der Zukunft befinden

werden.

Schnittprobleme sind ein essentieller Bestandtilahalytischen Geometrie. In der gesamten
Schullaufbahn sind Schnitte ein wichtiger Punkt tegerrichtsstoffes: Schnitte zwischen Ebenen,
zwischen Geraden, etc. Die Differentialrechnungendinne Nullstellenberechnung, einem Schnitt

zwischen Funktionsgraph und x-Achse, undenkbar.

Schnittprobleme sind auch in der Algebra vorhandmtrachtet man die Gleichungen eines
Gleichungssystems als einzelne Funktionen. Dasi.égges Gleichungssystems entspricht dem

Suchen von Schnittpunkten der Funktionsgrapheredieanktionen.

1.1 Problemstellung

In dieser Facharbeit beschéftige ich mich mit desgklschnitten und ihren Eigenschaften. Ich
schneide einen Kegel mit einer Ebene und betragi@&chnittfiguren in Abhangigkeit der Form

und Lage des Kegels und der Lage der Ebene.

Weiterhin beschéftige ich mich mit der Losung vamez Aufgaben, die sich auf dieses Thema

beziehen.
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Ich habe die Facharbeit so verfalit, daf sie flristeines Mathematikleistungskurses der
Jahrgangsstufe 12 versténdlich ist. Den bis dagtimdlangem&n behandelten Unterrichtsstoff setze

ich voraus. Meine Aussagen beweise ich auf der @lage dieser Voraussetzungen.

1.2 Abgrenzung des Themas

Es gibt in der Mathematik - wie auch in vielen anele Wissenschaften - kein Thema, das
eigenstandig, fiir sich abgeschlossen eine Einliiéb Alle Themengebiete des Unterrichts
stehen im Zusammenhang miteinander. Zum Beispied die Differentialrechnung als
eigenstandiger Block behandelt, sie ist jedoch diichestimmte Abstandsproblematiken wichtig,

oder sogar facheribergreifend in der Physik notvigend

So verhalt es sich auch mit meinem Thema, den Keadlitten. Um den Rahmen dieser Arbeit

nicht zu sprengen, versuche ich, einen kleinen deilMathematik abzugrenzen.

Somit begniige ich mich mit dem Schnitt zwischen &laegnd Ebene. Weiterhin behandele ich
nicht die Sonderfalle der Kegelschnitte: des Puskie Ebene hat nur den Scheitelpunkt des
Kegels mit dem Kegel gemeinsam.) und der Geradee Ebene und der Kegel haben den

Scheitelpunkt des Kegels als gemeinsamen Punkt.)

In Aufgabe 2 beschranke ich mich auf eine kurze gtonktionsbeschreibung, da die Aufgabe fir

einen anderen Weg zur Betrachtung der Kegelschaitsgelegt ist.

Diese Abgrenzungen sind mit dem Fachlehrer abge$gmound genehmigt.



Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

2 Ausflihrung

2.1 Herleitung der Vektorgleichung des Doppelkegels

Gesucht ist eine Aussage, die fur alle Punkte ebetimmten Doppelkegelmantels den Wert wahr

annimmt.

S sei der Schnittpunkt zweier Geraden a und bpiiat senkrecht zueinander sind und auch nicht
aufeinander liegentu sei der betragsmafig kleinere der beiden Schmikli Durch Rotation der
Geraden a um die Gerade b entsteht der Doppelkegeth b bezeichnen wir als die Kegelachse.

Die Kegelachse sei durch den Einheitsvelk&ofestgelegt.

Abb. 1

Uber einen beliebigen Punkt R des Kegelmantelssidbt, mit Hilfe der Definition des

Skalarproduktes aussagen:
@) (Fr-s)oe=[T-9ll8cosw
Da € der Einheitsvektor ist, ist sein Betrag gleichNlach Vereinbarung ist

@) C=Cosw
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

Daraus ergibt sich
®) (F-s)oe=[f-4lc

Dies ist bereits die Vektorgleichung fiir einen @itigen Kegel. Um von einem beliebigen Kegel
seinen Gegenkegel zu finden, der beide zusammddappelkegel ist, multipliziert man den
Einheitsvektor€ mit -1. Verbindet man die Aussagen der beiden Kegieeinem logischen Oder,

erhalt man eine Aussage, die fur alle Punkte deppgtkegels wahr ist:
(4) (F-8)oe=[T-4mgO(-(T-9- &= "8k

Durch Setzen von Betragstrichen um den Term aufidken Seite der Gleichungen oder durch

guadrieren der Gleichungen fallt das logische Omleg. Daraus folgt

Gleichung des Doppelkegels in der allgemeinen Form:

(5) (FoE-308%=(T-39°0¢

Fir den Spezialfall, da’ S im Ursprung liegt gilt:

Gleichung des Doppelkegels in der Ursprungsform:

6) (Fog)” =728

Da v der betragsmaRig kleinere der beiden Schnittwiigtelilt

7l
W) O<lai<
2
Da dies die Voraussetzung ist, gelten (5) und {(@hranur unter der Bedingung:

(8) 0<c?<1

Im folgenden bezeichne ich den Doppelkegel zur Yféeehung auch als Kegel.
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2.2 Herleitung der Scheitelgleichung der Kegelschni tte

Zur Vereinfachung der Rechnungen, treffe ich foldgeivoraussetzungen:
1. Die Kegelachse liegt in der xz-Ebene.
2. Die xy-Ebene sei die Schnittebene E

3. Der Ursprung sei der Schnittpunkt des Kegelsdeit x-Achse, der zu der Kegelspitze S den
kirzesten Abstand besitzt. Der positive Teil dekctise sei der Teil, in dem die Kegelachse
die x-Achse schneidet. Sind die Abstéande gleicHygei der Ursprung ein beliebiger
Schnittpunkt des Kegels mit der x-Achse. Der pesifi eil der x-Achse kann ebenfalls beliebig

gewahlt werden.

Abb. 2



Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

Man beachte, daR der Punkt A nicht Mittelpunkt @&&recke zwischen den beiden Schnittpunkten

des Kegels mit der x-Achse sein muf3.

Diese Vereinfachungen darf ich treffen, da jedegileund eine zugehérige Schnittebene in diese
Position durch Verschiebung und Drehung gebrachtiese kann. Der Ansatz wére: Man sucht
denjenigen Schnittpunkt R der Schnittebene E mihdkeegel, der den kirzesten Abstand zur
Kegelspitze S hat. Der Kegel und die Schnittebeird wm —I" verschoben. Es werden zwei

Spannvektoren der Schnittebene E gebildast der Ortsvektor des Schnittpunktes der Kegelachs
mit der Schnittebene Ef) ist orthogonal zL8 . Kegel und Schnittebene werden nun so gedreht,
(1) (0)
daRa linear abhangig zum VektTrOJ undb linear abhéngig zum Vekt(trlJ ist. Dann erfillen
0 0

dieser Kegel und die Schnittebene die obigen Vaatmingen (1. bis 3.), und die Form des

Kegelschnittes andert sich nicht.

7
Aus 3. folgt, dalay < E

Aus den Voraussetzungen folgt, dal3 der Kegel zdEReNne symetrisch ist. Folglich ist der
Kegelschnitt zur x-Achse symetrisch, und wir nenden Ursprung Scheitelpunkt des

Kegelschnitts.

AuRerdem gilt

3L
§ o))
Da
Soe=|3l¢codn-w)=-H cos
ist
(10) Soe=-3l c

Durch Umformung der allgemeinen Kegelgleichungégjibt sich:

s
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

(Foe-309*=(7-9°0¢
(FoB)?-2(Fol)(30B+(o¢=Et-28 b 5+ €5

wegen (10) ist

(11) (Fo8)” +2clgiTo = ¢TP-208(To
Da wir nur die Punkte R suchen, die die SchnittebBrschneiden, bzw. in der xy-Ebene liegen,
gilt;
i
(12) r=|y
o

Setzt man dies und (9) in (11) ein, erhalt man
(X[

(1x) (e ((x\ (e\\ (x)

[ | - Ayl eyl el
Bl == el =)
x’e’+2c¥0xe= & %+ §)-2 t,sx
c’y’=xe’+2dllisxe+2 €,s%x TX
2y’ =xg?- ¢)+2 % e+ .}

2
(13) y? = 2@ X —(1— %}xz

Gleichung (13) ist die Koordinatenform der Kegelsitte. Auf3erc und|§| kommen in dieser
Gleichung nocte, und S, vor. Um diese Werte zu interpretieren betrachténfelgende

Zeichnung:

@
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Ausfuhrung

A\ 4

Abb. 3
Hieraus erkennt man:
(14) €, =Cosa
(15) %: cosp
Fir cu gilt, wie zuvor definiert (2):
C=COosw

Diese drei Winkel und die Lage von Punkt S sindbadsisschlaggebend fir den Kegelschnitt. Da
sich alle diese charakteristischen Werte im Drei@dls wiederspiegeln, vereinbart man, dieses

Dreieck dagharakteristische Dreiecfes Kegelschnitts zu nennen.

Der Einfachheit halber werden einige Gré3en definie

10
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O
(@]
n
| Q

Der Parameter gst die GroRRe:

S8 _ gt g = 4e vcosp)

Unter Beriicksichtigung dieser Definitionen erhalt@ndie allgemeine Gleichung eines

Kegelschnitts mit dem Scheitel im Ursprung.

Scheitelform der Kegelschnittsgleichung

(16) y? =2px-(1-£%) %

2.3 Arten der Kegelschnitte

Um die Kegelschnitte nun genauer zu bestimmergirge Fallunterscheidung notwendig.
Uberlegen wir uns, welche Schnittformen maglichdsiBteht die Kegelachse senkrecht zur

. 7 - . . 7l : .
Schnittebeneqr = E entsteht als Schnittfigur ein Kreis. l&2< a < E entsteht eine Ellipse.
Ist = a, also wenn die Schnittebene parallel zu einer Miydraden ist, ergibt sich eine

Parabel. Iste > @ > 0, entsteht eine Hyperbel, die Schnittebene istwaiMantellinien parallel.

Sonderfalle entstehen, liegt die Kegelspitze in 8elnnittebene. In den beiden ersten Féallen, Kreis
und Ellipse, werden die Schnittfiguren zu einem kwentartet, der Kegelspitze. Die Parabel wird
zu einer Geraden entartet, da die Schnittebend nefhr nur parallel zu einer Mantelgeraden ist,
sondern auf ihr liegt. Im Fall der Hyperbeln entste zwei Geraden, da die Schnittebene nicht nur

zu zwei Mantellinien parallel ist, sondern den Kkgantel auch in diesen Mantellinien schneidet.

11



Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

Dies sind jedoch nur Vermutungen, die keineswegsitebewiesen sind. Dies erfolgt in den

folgenden Abschnitten.

2.3.1 Gleichung des Kreises und der Parabel in der

Scheitelpunktsform

2.3.1.1 Voriberlegungen

2.3.1.1.1 Herleitung der Scheitelform der Kreisglei  chung

Da bei diesen Rechnungen nur Scheitelformen vomitigfeichungen als Ergebnis erscheinen

kénnen, muf? man sich Uberlegen, was die Scheitalfier Kreisgleichung ist.

Die einfachste Kreisgleichung ist die eines Kreisgsdem Mittelpunkt im Ursprung:
I" sind alle Punkte des Kreisesder Radius des Kreises.

7 r

Betrachten wir die Verschiebung des Mittelpunktes &reises unf, .

12
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung
M
. a
My
r N
7
0
Abb. 4

Aus Abb. 4 ist ersichtlich:

Verschiebungsform der Kreis-Gleichung

(18) (r-r,)" =a2

Liegt der Ursprung auf dem Kreis, so gilt:

In (18) eingesetzt erhalt man:

Scheitelform der Kreisgleichung

(19) F2—2ror, =0

13
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

2.3.1.2 Die Schnitte

2.3.1.2.1 Der Kreis

Ich vermute, dal3 ein Kreis als Schnittfigur entsteenn gilt

(20) a = 7
2
Daraus folgt:
cosa
(21) E= =
COosw

In die Scheitelform der Kegelschnittsgleichung (&&)gesetz ergibt sich:

(22) y? = 2(£|§+ §) x-(1-£2) ®
(23) y> =25 x- X
(24) x*+y*-25x=0

X
Darl = (yj (siehe (12); Allerdings ist diesét auf zwei Dimensionen begrenzt. Die z-Dimension

N
wird der Einfachheit halber weggelassen.) ll'l,'\p:(o ergibt sich durch die Umkehrung des

Skalarproduktes:

Scheitelform der Kreisgleichun@9)

F2—2F, of =0

Dies ist die Scheitelform der Kreisgleichung. DieNvhutung stimmt.

14
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

2.3.1.2.2 Die Parabel

Fir die Parabel wurde vermutet, daf3 sie die Sdhittfsei, wenn gilt:

(25) w=a
Dann ist
cosa
(26) E= =
COosw

In die Scheitelform der Kegelschnittsgleichung (&@)gesetz ergibt sich:

Parabelgleichung

27) y* = 2px

(28) p=I3+ 5 =[¥1+cosp)
Vertauscht man x und y, so erhalt man die altbekafarabelgleichung:

1
(29) y=ax mita:2—IO

2.3.2 Gleichung der Ellipse, Hyperbel und des Krei  ses in der
Mittelpunktsform

2.3.2.1 Voriberlegungen
Um die Gleichungen dieser Objekte zu erkennen, eriisgr sie erst herleiten.

2.3.2.1.1 Herleitung der Mittelpunktsform der Ellip  sengleichung

Betrachten wir eine Ellipse als gestauchten Kreis:

15
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Y
N
a L
o M
| S
O U d
P X
a
Abb. 5
Hieraus erkennbar ist:
30 IPM|_b
(30) IPN| a
(31) OPI* +|PNI* =|ON* = &
Setzt man aufgrund (30),
a
(32) |PN| = E' PM|
in Gleichung (31) ein, erhalt man:
2 a’ 2 2
(33) |oP| +b—2|PM| =a

Da|OP| und|PM| die x-, bzw.y-Koordinaten eines Punktes M der Ellipse sind, folg

16



Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

Die Mittelpunktsform der Ellipsengleichung

X2 2
(34) et

Q
O

2.3.2.1.2 Herleitung der Mittelpunktsform der Hyper  belgleichung
Voraussetzung ist die Definition der Hyperbel:

.Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punit#), deren Abstande von zwei gegebenen

Punkten F und F’ eine Differenz besitzen, die debslutbetrag nach konstant igt.
(Man bezeichnet F und F’ auch als Brennpunkte.)

(35) IF'M|-|FM]|| = 2a

Der Faktor 2 vor dem a vereinfacht das Ergebnis.

Weiterhin setze ich

(36) |FF/|=2c

Yvgl. hierzu M. J. Wygodski, Hohere Mathematik ghi#ireit, 2. Auflage, S. 96, 2. Abs. 1.

17
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YN

M(x]y)
| N
\ \ /
F' (-c|0) 0 F(c|0) «
Abb. 6
Wie auch aus der Abbildung ersichtlich, folgt a@%) und (36):
@ Vi d?+y -|(x- 47+ y|=2a

Durch Umformungen erhalt man:

Jx+02+y =+2a+4/( x= ¢*+ ¥
(x+9*+y =d4adzdal/( x ¢*+ y+( x ¥+ ¥

(x+9°—(x-09°-4&=+4a3/( x '+ ¥

18



Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

X2 +2xcH @— ¥+2xe- é-44=24a x B+ ¥
xc—a =+al/( x- ¢+ ¥
x’c?-2xcad+ d= & ¥-2xcd+ dé &y
(a2-&) ¢+ @y=( 2~ d &

(38) —tz =1

a? —c? istimmer negativ. Deshalb setze ich
(39) b*=c?-a?*

und erhalte somit

Die Mittelpunktsform der Hyperbelgleichung

2 y2
(40) —Z—le

QD

Alle Gleichungen dieser Form stellen eine Hypertbe.

Anmerkung:

Die bekannte Funktion

beinhaltet nur Hyperbeln, die sich zwei zueinanskemkrecht stehenden Geraden annédhern. Man

erhélt sie aus (40), wenn

7l
ist. Zu beachten ist, daR die dargestellten Hyplerber beiden Gleichungen zueinander uzl'n

gedreht sind.

19
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Ausfuhrung

2.3.2.1.3 Herleitung der Mittelpunktsform der Kreis  gleichung

Mit Hilfe der Definition des Skalarproduktes ergiith aus (17):

Die Mittelpunktsform der Kreisgleichung

2
X

(41) re+r?=a’

2.3.2.2 Die Schnitte

7
Nach meiner Vermutung entsteht eine Ellipse, wensk & <. Es entsteht eine Hyperbel, wenn

2

7l
«>a > 0. Es entsteht ein Kreis, wertif = E Diese Kegelschnitte sind achsensymmetrisch zur

x-Achse, dies erkennt man auch an der ScheitelfdemKegelschnittsgleichung (16). Ellipse,
Hyperbel und Kreis sind generell zu zwei senkrealtinander stehenden Achsen symmetrisch. In
meinem Fall bedeutet dies, die Schnittfigur Ellipbew. Hyperbel, bzw. Kreis sind auch zu einer
Parallelen zur y-Achse symmetrisch, oder auch dietschiebung entlang der x-Achse zu der y-

Achse symmetrisch.

Der Kegelschnitt wird verschoben um:

- [—vxj
(42) V=

Dann gilt fiir die verschobenen Punki :

Aus der Scheitelform der Kegelschnittsgleichung)(16
2 2
y? =2px-(1-£2) ¥

erhalt man:

20
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Ausfuhrung

43) y? =2p(x+y) -(1-£2)( x+ y)°
y?=2px+2py —(1-£?) ¥ - 2y(Fe?) x-(re?) ¥
(44 y? =2 p-y(1-¢?)) x-(1-¢?) x*+ 2py (1 e7) y?

Diese Kurve ist achsensymmetrisch zur y-Achse, wégmVorfaktor vor denX' 0 ist, also

(45) p-v (1-£2)=0
(46) Vi = (1_p£2)
oder auch

(47) p=v,(1-¢?)

In Gleichung (44) eingesetzt ergibt sich:
(48) y?={1-¢?)x? +(1-£7)v?

oder umgeformt:

(49)

2.3.2.2.1 Die Ellipse

n cosa
(50) W<a<-—=¢€= <1=1-£?>0

2 Cosw

7l
Deshalb ist die Schnittgleichung fur den Fath< a < E (Die Striche lasse ich jetzt weg, da sie

nur andeuten, daf3 es sich um verschobene Punktietan

21
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Ausfuhrung

Gleichung der Ellipse in der Mittelpunktsform deltiese (34)

X2
_2+

2
Y
a 2

=1, mita? = v 2undb? =(1-£?)v,2

O

Da dies die Gleichung der Ellipse in der Mittelpusiiorm ist, ist die Vermutung bestatigt.

2.3.2.2.2 Die Hyperbel

<

-

COsw

(51) w>a>0=¢= >1=1-£%<0

Deshalb ist die Schnittgleichung fir den Fatl,> @ > 0 (Die Striche lasse ich jetzt weg, da sie

nur andeuten, daf3 es sich um verschobene Punktketian

Mittelpunktsform der Hyperbelgleichung (kanonis&leichung der Hyperbel40)

X2
— -

y2
"2

oz = Lmit a%=v,2undb? =—(1-£2)v,2

Q

Da dies die Gleichung der Hyperbel in der Mittelptsform ist, ist die Vermutung bestatigt.

2.3.2.2.3 Der Kreis

71 cosa
(52) a=—=¢=

= =0=>1-£?=1
2 Ccos&

7l
Deshalb ist die Schnittgleichung fir den Fall,= E (Die Striche lasse ich jetzt weg, da sie nur
andeuten, daf3 es sich um verschobene Punkte handelt
2 2
X
(53) —2+Z—2:1, mit a* = v, > undb® = v, ?

Q

Mittelpunktsform der Kreisgleichun@1)

X2+y2:VX2

Da dies die Gleichung des Kreises in der Mittelptsfirm ist, ist die Vermutung bestétigt.

22
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung
2.3.2.3 Anmerkung bezuglich der numerischen Exzentrit at ¢
Da fir Ellipse, Kreis (oberes +) und Hyperbel (i&®-) in der Mittelpunktsform gilt

b? = i(l—sz)vxz unda’® =v,?
ist

Daher gilt:

(54)

23
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Ausfuhrung

F und F’ sind die Brennpunkte, A und A’ die Schdiitenkte, B und B’ die Nebenscheitelpunkte:

Yy a ya
Asymptote
B(0lb) B(0lb)
a e
\ 1 > | - | >
A(-al0)\ F(e0) |0 F(elo)/A@O) « F (-ej0) A0 0 A(al0) Fel0) x
B'(0]b) |B'(01%)
Abb. 7 Abb. 8

Die numerische Exzentrité ist also nicht nur durch die Winkel des charaktisishen Dreiecks
des Kegelschnitts interpretierbar, sondern auctiean Verhaltnis zwischen Streckenlangen in dem

zweidimensionalen Schnitt.

2.3.3 Allgemeine Gleichung

Als allgemeine Gleichung der Kegelschnitte, die z&gmmetrieachsen besitzen, kann man die

Gleichungen (34), (40), (53) zusammenfassen zu:

Allgemeine Gleichung der Kegelschnitte in der Mjitenktsform

2 2

(55) %+sgr{a —w)§:1, mita® = v,2 undb® = sg{a - a)(1-£2)v2 a 2

Diese Gleichung erfaf3t nicht den Fall der ParabBleldie Parabel nur eine Symmetrieachse besitzt,
es keine Mittelpunktsform der Parabelgleichung gibd die Einschréankung in der Gleichung (55)

den Fall der Parabel ausschliel3t.

24
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Ausfuhrung

Es gibt aber neben d&cheitelform der Kegelschnittsgleichufig) noch folgende Moglichkeit
(Man beachte jedoch, daR fur den Fall der ParateSdheitelpunktsform herauskommt, sonst die

Mittelpunktsform):

Allgemeine Gleichung der Kegelschnitte

X2 y2
(56) ¥+sgr{a—w)gzln £w

y>=2pxa =w

,mit a2 = v,2 undb? = sgr{a - &)(1- £2)v,2

Diese Formel hat gegeniiber Gleichung (16) den \flodal? man an ihr die Gleichungen der
einzelnen Arten der Kegelschnitte erkennen kante gpeziellen Formeln der Arten der
Kegelschnitte sind aus dieser Formel leicht heleit Diese Formel hat insofern einen praktischen

Nutzen fiir den Anwender.

Bendtigt man jedoch eine Formel, die alle Kegelstthnn sich vereint, hat Gleichung (16) oder
auch die Gleichung aus Aufgabe 1 den Vorteil, dasldhterscheidung zwischen

Scheitelpunktsform oder Mittelpunktsform nicht netudig ist.
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Aufgabenstellung

3 Aufgabenstellung

3.1 L6sung zu Aufgabe 1
(A1.1) AX*+ By +2Dx+2 Ey+ F=0

Ellipse:

Jede Ellipse in Normalform I&Rt sich wie folgt deten (Mittelpunktsform verschoben entlang der
x- bzw. y-Achse):
2 2
x-d - €
(x-d)* (y-d

(AL.2) " =

= f

Dasf stellt gegentiber der 1 einen VergréRerungsfaktor da

Istf positiv, so ergibt sich immernoch eine Ellipsd,fiedoch negativ, entsteht keine reell Ellipse,
da der linke Term der Gleichung nicht negativ werdk@nn. Da die Gleichung aber von ihrem

AuReren der Ellipsengleichung dhnelt, nennt manl&eGleichung einer imaginéren Ellipse.

Durch Umformungen von (A1.2) erhélt man:

x> y* _d e d* €
(A1.3) ¥+F—2¥X—ZFX+?+b—2—f =0

AX*+ By +2Dx+2Eyw F=0

Setzt man die entsprechenden Vorfaktoren der emereGlieder der beiden Gleichungen gleich, so

erkennt man, daf3 (A1.1) dann eine Ellipse (reeliaginar oder Punkt) ergibt, wenn gilt:

AIB>0

Kreis:
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Aufgabenstellung

Durch die zuvor gewonnenen Kenntnisse ergibt siehag dann ein Kreis (reell, imaginar oder

Punkt), wenn gilt:

A=B

Hyperbel:

Aus der Mittelpunktsform der Hyperbelgleichung dthiian:

(x-d)? (y-¢°
(A1.4) 72 —( bz) =f

und analog zur Ellipse:
(A1.5) 2—X+2 © X+
' a’ a’ b*?" a’

AX*+ By +2Dx+2Eyw F=0

Setzt man die entsprechenden Vorfaktoren der emereGlieder der beiden Gleichungen gleich, so

erkennt man, daf3 (Al.1) dann eine Hyperbel ergiletin gilt:

AlB<O

Parabel:

Aus der Scheitelform der Parabelgleichung erhéihma
(AL1.6) x—d:2p( y- e}z
(AL.7) OLFX? +2pfy? - fx— 4 pefy {2 p&+ H= 0

AX+ By +2Dx+2Ew F=0
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Die Kegelschnitte und ihre Eigenschaften

Aufgabenstellung

Setzt man die entsprechenden Vorfaktoren der emereGlieder der beiden Gleichungen gleich, so

erkennt man, daf’ (A1.1) dann eine Parabel ergibhmgilt:
A=0,B#0,D # 0: Parabelachse parallel zur x-Achse

A#Z0,B=0,E #0: Parabelachse parallel zur y-Achse

Der zweite Fall ist analog zum ersten errechentig x- und y-Werte sind gerade vertauscht.
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Aufgabenstellung

3.2 L6sung zu Aufgabe 2

Da diese Aufgabe nicht ganz zu meinem Weg, die Kadmitte zu bearbeiten pal3t, begniige ich

mich mit einer kurzen Lésung.
Gegeben sind von einer Ellipse E ein Nebenschgitelin Brennpunkt F und eine Tangente t.
Konstruktionsbeschreibung:

- Ich spiegle F an t und nenne den erhaltenen Pinhkt

- zeichne eine Gerade g durch F und F*

- nenne Schnittpunktt, g, H

- Kreis K um H mit RadiudFB|

Die Anzahl der Schnittpunkte von K und Thaleskrei F und B ergibt die Anzahl der
Lésungen (0, eine oder zwei). Ich beschreibe imtarein die Konstruktion mit einem
Schnittpunkt M, gibt es einen weiteren, so kanniimih analog eine zweite Ellipse

konstruiert werden.

- F punktspiegeln an M und nenne den erhaltenerkPrn
- zeichne Gerade a durch Fund F’

- Kreis O um M mit RadiusF B

- nenne Schnittpunkte O und a, A und A’

- wahle beliebigen Punkt K der Strecke'

- Kreis FO um F mit RadiutAK|

- Kreis F1 um F’ mit Radiu$A' K|

- nenne Schnittpunkte FO, F1: EO(K), E1(K)

Wiederholt man die letzten vier Schritte mit uniehi®dlichem Punkt K, so bilden die

Punkte EO(K) und E1(K) die gesuchte Ellipse.
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